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Capitolo 1

Introduzione

Esistono 10 tipi di studenti:
1. Quelli che studiano tanto a casa giorno per giorno

2. Quelli che rimandano alla settimana prima dell’esame
- Marco Cococcioni durante le prime lezioni, battuta un po’ cringe

Le informazioni sono qualcosa di astratto, manipolabile solo se rappresentato. In un calcolatore i vari
tipi di informazioni si rappresentano mediante sequenze di bit (cifre binarie).

Il bit (abbreviazione di Binary Digit, ossia cifra binaria) ¢ I'unita di misura elementare dell’informa-
zione ma anche la base del sistema numerico utilizzato dai computer. Puo assumere solo due valori: 0
oppure 1.

8 bit corrispondono ad un Byte, altra unita di misura dell’informazione.

N

E importante, dato un tipo di informazione in C++, conoscere il numero di byte a disposizione. La
variabile char, per esempio, occupa soltanto 8bit: quindi puo rappresentare soltanto una lettera!

Quante informazioni possono essere contenute in una sequenza formata da n bit? L’infor-
magzione consiste in tutte le possibili combinazioni di zeri ed uno ottenibili in n caselle. Il numero di
combinazioni consiste in:

numero combinazioni = 2"
Esempio: se io pongo n = 2 otterrd quattro combinazioni possibili, precisamente le seguenti:
00, 01, 10, 11

Si sottolinea che una sequenza binaria non & univoca: puo avere significato diverso in base al contesto. Il
numero 01000001 corrisponde all’intero 65, ma anche al carattere A!

Un accenno alle basi numeriche

I numeri sono espressi mediante configurazioni finite di simboli che specificano, da sinistra verso destra,
Peventuale simbolo e le cifre. In alcuni casi pud essere presente un punto (nei calcolatori si utilizzano i
punti, non le virgole!) per dividere la parte intera dalla parte decimale.

L’uomo, comunemente, utilizza la base dieci (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9); nei calcolatori, invece, si utilizza



la base due (le sequenze binarie formate da zeri e uno che abbiamo gia rammentato).

Nelle sezioni successive rappresenteremo i vari numeri (naturali, interi e reali) analizzando eventuali
algoritmi per convertire un numero da una base a un’altra.

Data una base B > due, ogni numero naturale N minore di 5 (N < () é associato ad un simbolo
elementare detto cifra

Esempi di basi con cifre utilizzate

BASE | CIFRE

DUE 0, 1

CINQUE [0, 1, 2, 3, 4

OTTO |0, 1,2, 3,4, 5,6, 7

SEDICI |0, 1,2 3,4,5,6,7,8 09, A, B,C, D, E, F

Osservazione sui numeri binari I numeri binari che presentano 1 come cifra finale sono dispari,
quelli che presentano 0 sono pari!

Esempio 1: (101), =5

Esempio 2: (101010), = 42

Consiglio importante I’insegnante ci ha consigliato caldamente di imparare a memoria almeno i
primi otto elevamenti a potenza di due. Vi garantisco che fare cio rendera piu veloce la risoluzione di
diversi esercizi!

2l =9 22 =4 23 =8 2t — 16
2% = 32 26 — 64 27 — 128 28 — 956



Capitolo 2

Rappresentazione del testo

Ogni singolo carattere parte di un testo puo essere codificato mediante un’opportuna sequenza di bit. Ne
consegue che la rappresentazione binaria di un intero testo sia costituita dall’'unione delle sequenze che
codificano i singoli caratteri.

La codifica dei caratteri piti nota ¢ la ASCI]F_-I (American Standard Code for Information Interchan-
ge). Ogni carattere & codificato su 7bit (il primo bit del byte & sempre 0), pertanto il numero di caratteri
possibili mediante questa codifica sara 27 = 128. Tra questi sono presenti caratteri speciali utilizzati nella
trasmissione di dati tra dispositivi remoti.

Un calcolatore, ogni volta che noi premiamo un certo tasto, produce in uscita la codifica ASCII del
corrispondente carattere. Stessa cosa avviene con le stampanti, che ricevono la codifica ASCII di ciascun
carattere da stampare.

Attraverso la codifica ASCII esprimeremo:

1. T numerida 0 a9

2. Le lettere maiuscole dell’alfabeto

3. Le lettere minuscole dell’alfabeto

4. Simboli particolari come lo spazio, il punto interrogativo, il punto esclamativo...

Ogni calcolatore puo avere un certo tipo di codifica. La ASCII, pur essendo la piti nota, risulta limitante
per le nostre necessita. Nel tempo sono state create nuove codifiche su un numero di bit piu elevato:
avendo 16bit, per esempio, potremo codificare 2'6 = 65536 caratteri!

Esempio di nuovi simboli: le emoticon sulle chat, anch’esse codificate mediante sequenze binarie.
Svengo pensando al numero di bit necessari per includere questi simboli (semi-cit).

1Si legge ASCHI



Codifica ASCII — Tabella di corrispondenza

3 cifre piu significative

000 001 010 011 100 101 110 111
NUL |DLE |sP D @ |P ' 2 0000
SOH | xom |! 1 A Q a q 0001
STX |DC2 |° 2 B R b r o010
ETX | XOFF| # | C s c 5 o011
EQT |DC4a |5 4 D T d 1 0100
enalvak [% |5 |JE Ju e |u 0101
acklsw |a | |[F v |r v 0110 i
BeL |eme |' 7 s |w lg |w 0111 4_':' Irr:}mi_ann
s |can[( 8 [H [x [n [x |1000 significative
HT |em |) g |i Yy i y 1001
F |sue|* : J |z 1j z 1010
v |esc |+ |: K|l LS ool
FF_|rs < . [ T 1100
cr |es |- = |Mm |] m [} 1101
s0 |ms |. = [N | e 1110
st Jus |/ 7 |o o |DEL)] 1111
Codifica ASCII - Esempio: Caro amsico,
Sequenze Caratteri
00110000 0 01000011 === :
00110001 1 01100001 5
00110010 2 01110010 i
- - 01101111 g
00111001 5 00100000 ;
e - 01100001 .
01000001 A 01101110 [Caro amico,
01000010 B 01101001 ¥
01000011 C 01100011 i
cas - 01101111
01100001 a 00101100
01100010 |




Capitolo 3

Rappresentazione dei num. naturali N

L’insieme dei numeri naturali, in senso informaticdl], consiste nel seguente insieme:
N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,...}

Il compilatore, tenendo conto del numero di byte disponibili, non puo rappresentare I'insieme completo,
ma soltanto un suo sottoinsieme:

N ={0,1,...,max}

Parleremo piu avanti di intervallo di rappresentabilita individuando gli estremi di questo sottoinsieme.

3.1 Formula di sommatoria

I numeri arabi permettono la rappresentazione di numeri maggiori o uguali alla base con una sequenza di
cifre secondo la rappresentazione posizionale. Dato un numero /N espresso in base 5 con N > (3 espresso
nel seguente modo:

ap—10p—2 ...0a1040

Posso convertire questo numero formato da p cifre in base dieci mediante la formula della sommatoria.
ap—1 € detta cifra piu significativa, ag cifra meno significativa.

p—1
N=> aif =a, 187" +ap2f’ > +...+ a2+ a1+ ap
i=0
Esempio 1 123 (La convenzione stabilisce che il numero € in base 10 se non indico la base)

123=1-102+2-10' +3-10° =100 + 20 + 3

Esempio 2 (102),
(102)g=1-6*40-6'+2-6° =36+ 0+ 2 = 38

Importantissimo il modo in cui viene letto un numero: non leggo centodue in base sei, ma uno zero due
in base sei.

Esempio 3 (101),

(101), =1-2240-2'+1-2°=440+1=5

Non dite al prof di Analisi I che zero fa parte dell’insieme dei numeri naturali.




3.2 Algoritmo DIV&MOD
Input: N> N

Dato un numero NNV in base dieci e una base scelta (3, attraverso I’ Algoritmo DIV&MOD posso convertire
il numero N in base j.

Con DIV indichiamo il quoziente di una DIVisione tra interi, con MOD il resto di questa DIVisione; p
consiste nel numero di cifre necessarie per rappresentare N in base [3.

Se N=0
apg =0
FINE
ALTRIMENTI
g =N
q1 = qo DIV 33 ap = qo MOD f
q2 = q DIV j3 a; = q1 MOD

-1 =q-2DIVE ap2=g2MODJ
@ =qp-1 DIV ap_1 =gp—1 MOD j

Svolgo la divisione ciclicamente fino a quando g, non sara uguale a 0. A quel punto, dopo aver cal-
colato a,—_1, arresto il tutto.

I1 numero ottenuto avra come cifre quelle dei resti, posti insieme dall’ultimo al primo (a,—1, ap—2, ...,
ai, aO)'

Posso dire che:

N = a(p—l) * ﬁ(p_l) + a(p_2) * /B(p_Q) 4+ .o+ aq * /81 + agp * /80
Esempio N =38, =6

go = 38

q1 =38DIV6=6 aop =38 MOD 6 =2
@ =6DIV6=1 a1 =6MOD6=0
q3=1DIV6=0 ap=1MOD6=1
asaiag = 102



3.3 [Vitale per Reti logiche| Potenze di due, basi particolari
I numeri che sono potenze della base due possono essere individuati con agilita.

2 = (1 (0 cet O)p 'uolte)2

Esempio 1: 22 = 4 = (100), Esempio 2: 28 = 256 = (100000000),,

3.3.1 Base otto ( =28)
Le cifre della base otto sono {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Il fatto che otto sia potenza di due (23 = 8) ci permette di avere un metodo aggiuntivo per convertire un
numero naturale da base 2 a base 8!

Prendiamo il numero (100101), e dividiamolo in terne, partendo da destra. Ottengo:
ny = 100
ng = 101

Osservo che il primo, convertito in base dieci, € 4; il secondo, invece, ¢ 5. Posso quindi affermare
che (100101), => (45)g, unendo i due numeri!

Attenzione! Se [l'ultima terna (quella pitu a sinistra) ha meno di tre cifre aggiungete degli zeri. Pren-
diamo il numero (10101),:

ny = 010 [Ho aggiunto lo zero]
ng = 101

Il primo, convertito in base dieci, € 2; il secondo, invece, € 5. Quindi (100101), => (25)g.
Convertiamo da base otto a base due il numero (532)g
(532)¢ = (101 011 010),

Ho sostituito le cifre del numero in base otto con il loro corrispondente in base due! (532)g

Tabella di conversione

(N), p=3 (N)10
000
001
010
011
100
101
110
111

N T WO




3.3.2 Base sedici (5 = 16)
Le cifre della base sedici sono {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, A, B, C, D, E, F}.

La base sedici risulta particolare in un aspetto: il fatto di avere sedici simboli. Avendo superato le dieci
cifre si utilizzano anche le prime sei lettere maiuscole dell’alfabeto. Osservo che 2* = 16.

Prendiamo (24),

(24)16 =2+ 16" + A% 167 =32+ 10+ 1 = (42),,

Dividiamo il numero in quaterne da sinistra verso destra.
(24),5 => (0010 1010), => (42)4,
Ottengo anche
(24),5 => (0010 1010), => (000 101 010), => (52)4

Posso convertire un numero da base sedici a base due sostituendo le cifre con il loro corrispondente in
base binaria!

Convertiamo da base due a base sedici (01011011),
Divido in quaterne:
ny = 0101 = (5),
ng = 1011 = (B),4
Quindi:
(01011011), = (5B),4

Tabella di conversione
(N), p=4
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

N T D QW ||| oo x| w| |~ o2




3.4 Intervallo di rappresentabilita su p bit

Dato p, numero di cifre utilizzabili per costruire un numero, individuo che con p cifre potro costruire i
numeri naturali compresi nel seguente intervallo:

[0; 2P — 1]

La cosa & importantissima nel C++ Quando creiamo una variabile unsigned int, per esempio, il
sistema alloca 4bytes, cioe 32bit.

Cio significa che in una variabile unsigned int 'intervallo di rappresentabilita sara il seguente...
[0; 232 — 1] = [0; 4294967295]
Potro porre
unsigned int N = numero
solo se:
0 < numero < 4294967295

Se non rispetto queste condizioni abbiamo un overflow: siamo usciti dall’intervallo di rappresentabilita.

3.5 Somme di numeri naturali espressi in binario

La somma tra due numeri naturali pud essere svolta in colonna (metodo migliore per evitare errori, al-
meno per i principianti) utilizzando le stesse regole che abbiamo in base dieci.

Unica differenza: il riporto viene generato superando 1!

[ Rappresentazione dei numeri naturali (11/11) )

Somma fra due numeri naturali espressi in binario.

Per sommare 10011 & 101101, basta metterli in colonna allineandoli a
destra (come si fa con i numeri in base 10) & poi tenere presenti le

seguenti regole;
gencra cventuale riporto
.‘.'-m_rmm un riporto generatosi
U Tiporio L , 1149 precedentemcnte

0+ 0+ 1+ 1+ 1+
0= 1= 0= 1= i=
o 1 1 10 "

Esempio: calcolare la somma di 101100 e 111010
11 « riporti generati
101100+
111010 =
1100110

Attenzione all’overflow! 1l calcolatore lavora sempre con un numero finito di bit. Se svolgendo
certe operazioni (come la somma) ottengo un numero esterno all’intervallo di rappresentabilita avro un
overflow.

10



Capitolo 4

Rappresentazione dei num. interi Z

L’insieme dei numeri interi ¢ il seguente:
Z={.,-3-2-1,0123,...}

Il compilatore, tenendo conto del numero di byte disponibili, non puo rappresentare I'insieme completo,
ma soltanto un suo sottoinsieme:

Z = {min,...,—1,0,1,...,max}

I numeri interi possono essere rappresentati in tre modi, che spiegheremo nelle prossime sezioni.

4.1 Rappresentazione in modulo e segno

Alla base di questa rappresentazione abbiamo la divisione del numero binario in due parti:

e la prima (su 1 bit), che consiste nella cifra piu significativa, indica il segno del numero intero (se
abbiamo 0 il segno ¢ positivo, altrimenti ¢ negativo);

e la seconda (su p — 1 bit), che consiste nelle cifre rimanenti, indica il valore assoluto dell’intero.
Osservazione La presenza della prima parte che indica il segno comporta avere due rappresentazioni
dello zero: zero positivo e zero negativo.

4.1.1 Da intero a rappresentazione

Dato un numero rappresentato su p bit, la rappresentazione dell’intero a € la seguente:

A=ap_1,...,a0 = (segno_a; ABS_a) = (ap—1;ap—2,...,a0)

Esempiol a=+5 (p=4)
11 valore assoluto (ABS_a) ¢ 5 = (101),
Il segno dell’intero e positivo, quindi segno_a = 0.
A = (segno.a; ABS_a) = (0,101) = 0101

Esempio 2 a=-5 (p=4)
11 valore assoluto (ABS_a) € 5 = (101),
Il segno dell’intero € negativo, quindi segno_a = 1.
A = (segno_a; ABS_ a) = (1,101) = 1101

11



4.1.2 Da rappresentazione a intero

Data una rappresentazione A in modulo e segno, l'intero a consistera nel seguente:
a=(ap-1==0)7+ABS.a: —ABS_a
Ho un numero in base binaria, so che & un intero e voglio convertirlo in base decimale:

e controllo la cifra piu significativa a,—1, se ¢ uguale a 1 l'intero ha segno negativo, altrimenti ha
segno positivo;

e controllo le cifre rimanenti, che consistono in ABS _a, e le converto in base decimale;
e esprimo come numero ABS _a, ponendo eventualmente il segno negativo
Esempio 1 A =01000 (p=25)

La cifra piu significativa & 0, quindi ho segno positivo
Le cifre rimanenti, ABS_a, sono (1000), = 8 a=+48

Esempio 2 A =11001 (p=25)
La cifra piu significativa & 1, quindi ho segno negativo

Le cifre rimanenti, ABS_a, sono (1001), =9 a=-9

4.1.3 Tabella di conversione da —7 a +7 in p =4

N A a
0 | 0000 | +0
1 {0001 | +1
2 | 0010 | +2
3 | 0011 | +3
4 | 0100 | +4
5 10101 | +5
6 | 0110 | +6
7 | 0111 | +7
8 | 1000 | —0
9 | 1001 | —1
10 | 1010 | —2
11 | 1011 | =3
12 | 1100 | —4
13| 1101 | =5
14 | 1110 | —6
15| 1111 | =7

Osserviamo la tabella:
e sono presenti lo zero positivo e lo zero negativo annunciati precedentemente;
e il range di rappresentabilita cambia. Dato p = 4:

— nei numeri naturali ho [0, 15];

— nei numeri interi, con questa rappresentazione, ho [—7,+7].

12



4.1.4 Intervallo di rappresentabilita in modulo e segno su p bit

Dato p, numero di cifre utilizzabili per costruire un numero, individuo che con p cifre potrod costruire i
numeri interi compresi nel seguente intervallo:

[—(2P71 = 1); (2771 = 1))
Esempio 1 p=4 [—(23-1);+(22-1)] [-7;+7]
Esempio 2 p=8 [-(2"—1);+(2"—1)] [-127;+127]

Attenzione all’overflow Prima di ottenere la rappresentazione di un intero (a => A) & necessario
verificare che il valore assoluto sia effettivamente rappresentabile in p — 1 bit. Ricordiamo che la cifra piu
significativa del numero binario € utilizzata per esprimere il segno.

Esempio in overflow a = —9 con p = 4 bit. segno.a=1 ABS_a =9 = (1001),
Il numero ottenuto & 11001. Tenendo conto che di 4 bit posso usarne solo 3 per ABS_a (ne sto usando
4), il numero non puo essere rappresentato in p = 4!

4.2 Rappresentazione in complemento a 2

Anche in questa rappresentazione la cifra piu significativa dei numeri binari indica il segno dell’intero!
La parte rimanente, tuttavia, non puo essere associata al valore assoluto dell’intero come prima.

4.2.1 Da intero a rappresentazione
Dato un intero a, la sua rappresentazione in complemento a 2 su p bit & la seguente:

A=ap_1...a0=(a>0)?ABS.a: (2» — ABS_a)

Sia ABS_a che 2P — ABS _a sono rappresentati in base due come numeri naturali su p bit.
In breve:

e Ho un intero a che voglio rappresentare su p bit;
e verifico se I'intero a &€ maggiore, uguale, o minore di zero

— Se l'intero & maggiore o uguale a zero il numero consiste nel valore assoluto dell’intero, quindi
nella sua conversione in base binaria.

— Se l'intero & minore di zero svolgero il calcolo presente nella notazione dove ABS _a & convertito
in base binaria (27 — ABS_a).

Esempiol a=+47 (p=4)
L’intero a € maggiore di zero.

ABS_a =17 = (0111),
A= ABS_a = (0111),

Esempio 2 a=-8 (p=4)
L’intero a € minore di zero.

ABS_a =28
A=2P— ABS a =2*—-8=8=(1000),

13



4.2.2 Da rappresentazione a intero
Data una rappresentazione A in complemento a due, I'intero a consistera nel seguente:
a=(ap-1==0)7+A:—-(2? - A)

Sia A che 2P — A sono visti come numeri naturali su p bit.
In breve:

e ho una rappresentazione A su p bit, voglio convertirla nell’intero corrispondente;
e verifico se I'intero e positivo o negativo controllando il valore della cifra piu significativa:

— se il valore & zero ho un intero positivo ed a ¢ uguale ad A convertito in base decimale;

— se il valore ¢ uno ho un intero negativo, svolgo il calcolo presente nella notazione dove A e
convertito in base decimale [—(2F — A)].

Esempio 1 (0111), (p=4)
La cifra piu significativa e 0, quindi ho un intero positivo.
Converto A in base decimale, ottengo a=A =7

Esempio 2 (1111), (p=4)
La cifra piu significativa e 1, quindi ho un intero negativo.
Converto A in base decimale, ottengo A = 15
Svolgo il calcolo e ottengo: a = —(2P — A) = —(24 —15) = —1

4.2.3 Tabella di conversione da —8 a +7 in p =4

N A a
0 | 0000 | 4+0
1 {0001 | +1
2 | 0010 | +2
3 | 0011 | +3
4 | 0100 | +4
5 10101 | +5
6 | 0110 | +6
7 | 0111 | +7
8 | 1000 | —8
9 | 1001 | -7
10 | 1010 | —6
11 | 1011 | =5
12 | 1100 | —4
13| 1101 | =3
14 | 1110 | —2
15 | 1111 | —1

Osserviamo la tabella:

e non ho, in questa rappresentazione, la presenza dello zero positivo e dello zero negativo (ne ho
uno solo);

e il range di rappresentabilita cambia ancora. Dato p = 4:

14



— nei numeri naturali ho [0, 15];
— nei numeri interi, con rappresentazione in modulo e segno, ho [—7,+7].

— nei numeri interi, con questa rappresentazione, ho [—8, +7].

Dettaglio interessante: dato a = —1, con qualunque p, la rappresentazione A consistera in un numero
binario formato esclusivamente da 1.

a=-1 (p=3)=>A=111

a=-1 (p=6)=>A=111111

a=-1 (p=7)=>A=1111111

4.2.4 Intervallo di rappresentabilita in complemento a 2 su p bit

Dato p, numero di cifre utilizzabili per costruire un numero, individuo che con p cifre potro costruire i
numeri interi compresi nel seguente intervallo:

2L (2! - 1))

Attenzione! Prima di calcolare la rappresentazione mediante 1'algoritmo € necesario verificare che
I'intero a sia rappresentabile su p bit

Esempio a= -9 (p=4bit)
L’intero & negativo, pertanto svolgo il calcolo 24 — 9 = 7 = (0111),

Attenzione, il dato ¢ sbagliato (vedere per esempio la prima cifra uguale a zero) perche per rappre-
sentare —9 avrei bisogno di almeno 5 bit.

Riprovo con p = 5: A =2°—9 =23 = (10111),

4.3 Rappresentazione con bias

La rappresentazione con bias sara estremamente utile nella rappresentazione dei numeri reali in virgola
mobile. Osservando la tabella di conversione possiamo comprendere perche essa & definita rappresen-
tazione con polarizzazione!

Alla base di essa abbiamo bias = 2P~1 — 1.

Anche qua, come nel complemento a due, non abbiamo la doppia rappresentazione dello zero.

4.3.1 Da intero a rappresentazione

Dato un intero a, la sua rappresentazione in bias su p bit ¢ la seguente:
A=ap_1...a0=a+bias=a+ (271 - 1)

Dove a + (2P~! — 1) & supposto non negativo e quindi numero naturale su p bit.

Esempiol a=8 (p=4)

A=8+(241-1)=15
15, convertito in base binaria, consiste in A = (1111),
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Esempio 2 a=-7 (p=4)
A=-74+2%1-1)=0 Ovviamente avro A = (0000),

4.3.2 Da rappresentazione a intero

Data una rappresentazione A in bias, 'intero a consistera nel seguente:
a=A—bias=A— (2P71 1)

Dove A ¢ visto come un numero naturale su p bit.

Esempio1 A=0111 (p=4)
a=7-(2%1-1=0

Esempio 2 A=0101 (p=4)
a=5-2%1_1=-2

4.3.3 Intervallo di rappresentabilita in bias

Dato p, numero di cifre utilizzabili per costruire un numero, individuo che con p cifre potro costruire i
numeri interi compresi nel seguente intervallo:

[—bias; bias + 1] = [-2P~1 + 1;2P71]
Esempiol p=4 [-7;48]
Esempio 2 p=7 [-63;+64]

Come sempre attenzione all’overflow Prima di individuare la rappresentazione dell’intero ¢ neces-
sario verificare che 'intero sia effettivamente rappresentabile su p bit.

Prendiamo a = —9 con p = 4 bit:
ottengo A = -9+ (247! — 1) = —9 4 7 = —2 che non & numero naturale!

4.4 Somma di numeri interi

| Numeri Interi (14/14) |

-

Sommando due numeri inten si verifica un overflow quando i due
numeri hanno lo slesso segno ed il risultale ha segno diverso

g
1114 (+7) A
[0t 0 L= (+5) -6 01

Tr3=j2

— I overflow! T —— ——

: II(I}II 10 {+6) correltn?
“fi-g =04 (0104 (-6)
[thoo= (8

B2y overflow!
W

\

NB: L'eventuale (pt 1 j-esimo bit viene sempre searialo
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Osservazioni sulla somma nel complemento a due Il complemento a due presenta un vantaggio
importante: le rappresentazioni possono essere sommate come numeri naturali, ottenendo in base binaria
Ieffettivo risultato della somma. Cio ci permette di utilizzare direttamente la circuteria per la somma e
la sottrazione dei numeri naturali, evitandone una aggiuntiva per gli interi!

4.5 Tabella di confronto delle rappresentazioni

N | {o, 1}5 ams [ 5c2 [ gbias
0 | 00000 | 40 0 —15
1| 00001 | +1 | +1 | —14
2 | 00010 | +2 | +2 | —13
3 | 00011 | +3 | +3 | —12
4 | 00100 | +4 | +4 | —11
5 | 00101 | +5 | +5 | —10
6 | 00110 | +6 | +6 -9
7 | 00111 +7 +7 —8
8 | 01000 | +8 | +8 -7
9 | 01001 | +9 | +9 —6
10 | 01010 | +10 | +10 | —5

11| 01011 | +11 | 411 | —4
12 | 01100 | +12 | +12 | -3
13 | 01101 | +13 | +13 | -2

14 | 01110 | +14 | +14 | —1

15| 01111 | +15 | +15 0

16 | 10000 | =0 | =16 | +1

17 | 10001 -1 | =15 | +2
18| 10010 | =2 | =14 | 43
19| 10011 | =3 | =13 | +4
20 | 10100 | —4 | =12 | +5
21| 10101 | =5 | =11 | +6
22| 10110 | =6 | =10 | +7
23 | 10111 —7 -9 +8
24 | 11000 | =8 | =8 +9
25| 11001 | =9 | =7 | +10
26 | 11010 | =10 | —6 | +11
27 | 11011 | =11 | =5 | +12
28 | 11100 | —12 | —4 | +13
29 | 11101 | =13 | =3 | +14
30 | 11110 | =14 | =2 | 415
31| 11111 | —-15| -1 +16
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Capitolo 5

Rappresentazione dei num. reali R

5.1 Virgola fissa (notazione ordinaria)

Nella rappresentazione mediante wirgola fissa di un numero reale r (che occupa p bit) si distingue una
parte intera I(r) di (p — f) bit e una frazionaria F'(r) di (f) bit. Individuo che la rappresentazione del
numero reale in questione sara:

R = a(p,f,l) ... ap a(,l) ces a(,f)

Il procedimento inverso ci portera alla seguente sommatoria (dove S & la base in cui convertiremo la
rappresentazione R espressa in base binaria):
e
i=—f
Nelle sequenze binarie non si rappresenta la virgola. La parte intera ¢ facilmente individuabile mediante

le tecniche che gia conosciamo, la parte frazionaria richiede la cosiddetta procedura parte frazionaria-
parte intera.

5.1.1 Procedura parte frazionaria-parte intera

Lo scopo di questo algoritmo € individuare la parte frazionaria di un numero. Teniamo conto che in alcuni
casi la procedura puo continuare all’infinito. Possiamo fermarci in due possibili circostanze:

e non appena raggiungiamo la precisione desiderata (o troviamo tutte le cifre decimali, f, = 0)

e quando abbiamo occupato tutte i p bit a disposizione. In un compilatore non posso rappresentare
un numero r avente infinite cifre!

Ricordiamoci che maggiore ¢ la precisione, maggiore ¢ il numero di cifre individuate. Fermandomi effet-
tuerd un troncamento a una certa cifra dopo la virgola, ottenendo un numero 7’ diverso da quello iniziale
r. Proprio per questo si parla di errore di troncamento!

Alla slide 63 & presente un esempio di troncatura: l’errore di troncamento viene calcolato individuando
la differenza tra r e ' (ovviamente maggiore ¢ la precisione, minore & 'errore di troncamento.
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Procedimento - Troviamo parte frazionaria del numero r
e Inizio ponendo fo = F(r) (parte frazionaria del numero r).
e Se la parte frazionaria & gia uguale a zero posso fermarmi subito (significa che non ho cifre decimali).

e In caso contrario svolgo le seguenti operazioni:
fcy =F(fox2) a-1=1(fo*2)
f(—2) = F(f(—l) *2)  a-1= I(f—(l) * 2)

...e cosl vial

— Moltiplico la precedente parte frazionaria per due.

— Del risultato trovo sia la parte decimale (che userd nello step successivo) che la parte intera.
Quest’ultima mi fornira una cifra della parte frazionaria in base binaria!

e Continuo fermandomi nei casi citati all’inizio della sezione.

Esempio di conversione di un numero reale r

Numero di bit a disposizione: p = 16
Numero di bit a disposizione per la parte intera: f =5
Numero da rappresentare: r = +331, 6875

Troviamo la parte intera I(r)
Posso trovare questa parte come un qualunque numero naturale.
Mediante I’Algoritmo DIV &MOD individuo le cifre binarie. Trovo 331 = (101001011),,

Troviamo la parte frazionaria F(r)
fo=F(r)=0,6875

fe1y = F(fo=2) = F(0,6875 x 2 = 1.375) = 0.375
a(-1) = I(fo * 2) = 1(1.375) =1

fay = F(f(—1)*2) = F(0.375 x 2 = 0.75) = 0.75
a(_z) = I(f_l * 2) = 1(0.75) =0

a(-3) = I(f_g * 2) = 1(1.5) =1

Jcay = F(f(,g)) x2)=F(05%x2=1.0)=0
a(—g) = I(f-3%2)=1(1.0)=0

Risultato:
e Ricordo che rappresento il numero su 16 bit e che 5 bit sono riservati alla parte frazionaria.

e Della parte frazionaria ho trovato soltanto quattro cifre (poiche alla quarta cifra ho parte intera
nulla e sono costretto a fermarmi), quindi aggiungo uno zero alla fine (f = 5).

e Aggiungo due zeri all’inzio del numero poiche con le cifre trovate occupo 14/16 bit.

e Quindi: R = (0010100101110110),,
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5.2 Virgola mobile (notazione scientifica)

La notazione di cui abbiamo parlato fino ad ora risulta buona se applicata a semplici calcoli: spostandoci in
ambito scientifico ci imbattiamo nella necessita di avere una precisione elevata, quindi numeri aventi molte
cifre. Risulta necessario, conseguentemente, separare 'intervallo di rappresentabilita dalla precisione, cioe
dal numero di cifre!
5.2.1 Notazione scientifica
Un numero binario in virgola mobile consiste nel seguente:

r=+m=x[°
Dove abbiamo i seguenti elementi:

e m: la mantissa. Parte espressa in virgola fissa, la sua parte intera occupa un solo bit. Il numero di
cifre della mantissa determina la precisione del numero.

e e: l'esponente. Stabilisce la vera posizione del punto nel numero (per questo si parla di virgola
mobile). L’intervallo di rappresentabilita ¢ fissato dal suo numero di cifre.

Tra tutte le forme possibili mediante la notazione scientifica ne scelgo una da utilizzare in ogni caso che
definird forma normalizzata: in questa e riservato un solo bit alla parte intera della mantissa.

Esempio con differenza tra virgola fissa e virgola mobile:
Numero reale binario espresso in virgola fissa: +1110.01

Esempi in cui esprimo lo stesso numero in virgola mobildj_-]:
+1.11001 * 211
+111001 % 2710

5.2.2 Rappresentazione di r

La rappresentazione R consiste in una tripla costituita da tre numeri naturali, che sono:

R={s , E, 6 F}
~ "~ =~
1bit K bit G bit

e s: bit singolo per la codifica del segno del numero (0 = positivo, 1 = negativo)
e E: parte dedicata alla codifica dell’esponente
e F: parte dedicata alla codifica della parte frazionaria della mantissa

Individuiamo una serie di rappresentazioni possibili, secondo lo standard internazionale, in cui variano i
bit distribuiti:
e half-precision: 16 bit, di cui 5 per 'esponente della mantissa e 10 per la parte frazionaria della

stessa (K =5 e G = 10).

e single-precision: 32 bit, di cui 8 per ’esponente della mantissa e 23 per la parte frazionaria della
stessa (K =8 e G = 23)

!Esponenti espressi in base binaria
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e double-precision: 64 bit, di cui 11 per 'esponente della mantissa e 52 per la parte frazionaria della
stessa (K =11 e G = 52)

. quadruple—precz’sionﬂ: 128 bit, di cui 15 per ’esponente della mantissa e 112 per la parte frazionaria
della stessa (K =15 e G = 112)

Successivamente parleremo dell’intervallo di rappresentabilita.

5.2.3 Trasformazione R — r

Prendiamo come riferimento la seguente formula, presente nelle slides. Le lettere presenti fanno riferi-
mento alla tripla (cioe¢ alla rappresentazione):

r=(s==0) 2 [+ £) 27 : [-(1+ ) 2

e Per prima cosa individuo il segno del numero reale. Prendo s: se ¢ 0 ho segno positivo, altrimenti
segno negativo

e I ¢ una rappresentazione bias: con i metodi che gia conosciamo trovo ’esponente e

e=F —bias (bias =2K"1-1)

e Trovo la mantissa m, partendo dalla sequenza binaria F':

— Trovo la parte frazionaria della mantissa: f = 2% = F 27% (un numero 0, ...)

— Sommo 1 alla parte frazionaria: m =1+ f =1+ F 27C.

Osservazione Lo zero non puo essere rappresentato!
e La parte intera della mantissa avra sempre valore 1 (— m # 0)

e La potenza 2° non mi restituira mai un valore nullo (2¢ # 0)

Quindi‘r:m*Qe#O‘

Esempio 1 R ={1,10011,1110100101}
e s =1, quindi il numero r avra segno negativo

e Prendo la rappresentazione con bias E e trovo I’esponente

e=FE—bias=19—(2>"1-1)=19- (16 -1) =19 - 15=4

e Trovo la mantissa m
— f=F 271 =1110100101 271° = 0.1110100101
— Sommo 1: m =1+ f =1+0.1110100101 = 1.1110100101

e Quindi:
r = —(1.1110100101 2*) = —(11110.100101)

Zaggiunto da uno standard pil recente
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e Trovo il numero mediante la sommatoria:

r=—(1x2 417 41522 4 152 40+ 1527 14040+ 1527140+ 1x27F)

1 1 1
=—(1 4424 -+ — + —
<6+8+ + +2+16+64>

= 30 + ! + ! + !
B 2 16 64
= — (304 0.5+ 0.0625 + 0.015625) = —30.578125
Esempio 2 R = {0,01110,0000000000}
e s = (0, quindi il numero r avra segno positivo
e Prendo la rappresentazione con bias E e trovo I’esponente

e=FE—bias=14— (21 —1)=14- (16 -1) = -1

e Trovo la mantissa m

— f=F 2710 =0, non ho bisogno di far calcoli
— Sommo 1: m=1+4+f=1

e Quindi:
1
r=+1.02"1= +5 =105

Vista la semplicita non e necessario utilizzare la sommatoria.

5.2.4 Trasformazioner — R
Per spiegare questa trasformazione prendiamo direttamente un numero: r = 2.3 in half precision.

e [l numero ha segno positivo, quindi s = 0

Individuo la rappresentazione in virgola fissa, che ¢ 10.01001

Porto il numero in forma normalizzata

1.001001 211

Ho bisogno di dieci cifre nella parte frazionaria. La parte sottolineata e periodica, quindi:

1.0010011001 211

Dalla parte frazionaria della mantissa ottengo F

0.0010011001 2'° = 0010011001

Ottengo la rappresentazione con bias dell’esponente, quindi

E=c+bias=1+(21-1)=1+(2"-1) =16 — E = 10000

Risultato:

R = {0,10000,0010011001}
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5.2.5 Numeri con modulo massimo - oo - intervallo di rappresentabilita

Ho le seguenti rappresentazioni, che consistono nei numeri aventi modulo massimo:
e R={0,11111,1111111111}
e R={1,11111,1111111111}
Individuiamo la trasformazione R — r:
e c=FE —bias=31—-(2*-1)=31-15=16
o f=F2719=0.1111111111
o |r| = 11111111111 216 < 227" =1)+2 _ gbias+2
L’intervallo di rappresentabilita [—oo, +00] € approssimabile dal seguente

[% _2bias+2 ~ 2bias+2]
9

5.2.6 Numeri con modulo minimo - +0

Ho le seguenti rappresentazioni, che consistono nei numeri aventi modulo minimo:
e R = {0,00000,0000000000}
e R = {1,00000,0000000000}
Individuiamo la trasformazione R — r:
e c=FE—bias=0—(2*-1)=0-15=—15
e f =0.0000000000, senza stare a fare calcoli
e |r| = 1.0000000000 21> = 2~Pbias
Nella rappresentazione half-precision individuo che:
e +0=2"1%~03110"*

o 0=-215~-03110""4
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Appendice A

Ripasso durante Reti logiche

Quanto segue ¢ un estratto dei miei appunti del corso di Reti logiche, primo semestre del secondo anno.
Non siete obbligati a leggere queste ultime pagine, servono solo a darvi un’idea di quali concetti recuperera
il prof. Stea durante il suo corso. Se quanto posto qua non vi basta potete andare sul sito del professore
e leggervi le sue dispense su Aritmetica del calcolatore.

Numeri naturali

Con N bit possiamo rappresentare 2/ numeri naturali, precisamente quelli compresi nell’intervallo [0, 2V —
1]. Come nella base 10 anche qua abbiamo un sistema basato sulla presenza di cifre piu significative e
cifre meno significative (rispettivamente MSB, Most significant bit, e LSB, Least Significant Bit). Un
numero in base 2 avente la seguente forma

bnv_1,bN—2,...,b1,b9

puo essere rappresentato in base 10 mediante la seguente formula

N—-1 '
X = Z b; 2
=0

ricordiamo, inoltre, 'algoritmo DIV&MOD per convertire numeri dalla base 10 alla base 2 (vedere
dispensa di Rappresentazione dell’informazione, FdP).

Numeri interi
Con N bit possiamo rappresentare 2" numeri interi, precisamente quelli compresi nell’intervallo [—2N 1 gN—1_
1]. Osserviamo che la cosa non ¢ simmetrica:

e Con N = 8 abbiamo [—128,127]

e Con N = 16 abbiamo [—32768, 32767]

La rappresentazione che ci interessa ¢ quella in complemento a 2. Per ottenere un numero da base 10
a base 2 procederemo identificando la seguente stringa di bit X

x x>0

X=q.y - purche si abbia x € [-2V71 2VN~1 _q]
2%+ <0

ricordiamo che la cosa deve essere verificata, il metodo ci porta ad ottenere una sequenza binaria in ogni

caso. Se la condizione non & soddisfatta quella sequenza non rappresenta il numero da cui siamo partiti.

Tutto questo puo essere rappresentato anche cosi: X = |z|yn.
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Diagramma della farfalla

Quanto detto prima puo essere tradotto sfruttando la seguente immagine

XA
2Y -1 (111..111)
=
w
mw
a "
-U —t
=
m N-=]
§ K - (100...000)
3 21 (o11..111
2 (011..111)
N,
o =
3 2
1]
[ =)
_2:*""] .-\'—:[
Numero intero 27 -1

Verticalmente individuiamo due aree:

e Quella con MSB =1, cioe Xy_1 = 1. In questo caso stiamo rappresentando un numero negativo.
Nel semiasse negativo abbiamo una retta parallela alla bisettrice passante per il primo e il terzo
quadrante, traslata di 2%.

e Quella con MSB = 0, cioe Xy_1 = 0. In questo caso stiamo rappresentando un numero positivo.
Nel semiasse positivo ci limitiamo a rappresentare una retta dove X =z

Ricordiamo che 1'ultimo numero con MSB = 0 (2V~! —1) sara del tipo 011 ... 11, mentre 1'ultimo numero
con MSB =0 (2N — 1) sara del tipo 111...11. Dallo stesso disegno possiamo capire il processo inverso
per passare da base 2 a base 10

X Xn-1=0
—(X+1) Xy=1

ottengo il naturale complementando i bit della rappresentazione (cioé invertendo gli zeri e gli uno).
Prendiamo il seguente esempio:

10110101
—(01001010 + 1)
—(01001011) = —(64 + 8 +2+1) = —75
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Rappresentazione esadecimale (ci risiamo!!!)

Molto spesso le sequenze binarie sono lunghe e difficili da comprendere (pensiamo agli indirizzi, naturali
di 32bit). Potremo compattare convertendo in base 10, ma questo richiede dei calcoli. Proprio per questo
andiamo ad adottare la notazione esadecimale. 4 bit consistono in un numero compreso tra 0 e 15,
sfruttando una scorciatoia (descritta nella dispensa di rappresentazione dell’informazione, FdP) possiamo
sostituire in modo rapido leggendo blocchi di cifre da destra verso sinistra.

Quadr. Simb. Quadr. Simb. Quadr. Simb. Quadr. Simb.

0000 0O 0100 4 1000 8 1100 C
0001 1 0101 5 10019 1or D
ool1o 2 0110 6 1010 A 1110 E
ool 3 o7 1011 B 1111 F

Esempio 1 1011|1001 = 0zB9
~ T
B

Esempio 2 1100|0001 = 0zC'1
=~

C 1
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Appendice B

Esercizi (A.A.2019-2020)

I seguenti esercizi sono stati forniti dai professori verso meta semestre.
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Esercizio 1

Sia A il naturale che rappresenta ’intero a = -31 in complemento a due su 6 bit. Trovare A, esprimendolo in
binario. Successivamente trovarne anche la rappresentazione in base 16.

A (espresso in binario) [1 ][] [ [ []
A (espresso in base 16)

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione

*(0SI0AUT QUIPIO UI 1S91d OUUBA 7 9 [ 1JSOI ONp I JUIWEBIAAO)

0lc
91| 21
91| €€

:91 Jod a1opIAIp &P

€€ oeInjeu [B Azp29pous 1p ounlios[e, | opuesijdde ‘QIUIWELIAAO ‘QUOIZN]OS BSSA)S B[[E NUNIF 9qqaIes IS
[ C

—

1000-0100

RISIUIS B 119Z 7 opudduni33e pa ensap ep oyenb ur omyenb 1p 21510

91 opueddni33er axxdoos syuowyroey ond 1s owoo ‘|z duorzejuasardder vy 101pas 9seq Ul ¢ ¢ d[_INIBU [|

100001 :( T+ eIsso ‘ce=1¢-+v9 = (1¢€-)SgV- ,C O[eINJeU [Ep BIEP  BIEOIOD suoizejuasaidder e

T OIZID19S QUOIZN|0S
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Esercizio 2

Data la rappresentazione A = 01101, dire a quale intero a essa corrisponde nell’ipotesi di aver utilizzato la
rappresentazione con bias su 5 bit.

Inoltre, data la rappresentazione R = {0, 01101, 1000000000}, trovare il numero reale r corrispondente nell’ipotesi
di rappresentazione in virgola mobile e precisione dimezzata (half precision).

a= r=

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione

SLE0=STI'0+STO =T+ ,T= NP 110°0 = ,2NP- ['T=,_Np-l = 1 OJuLHJ

‘(e1dos a19paa) seiq uoo ouoizeyuasardder e[[op mIA UL ‘- = 9 Juouodso, T
“(oporpduar 1 1p e1a 10d) 00000000011 2[€21 [t ojuelrad gles w eSSHUBW B
0000000001 =7

pe10110=4

(oAnisod onbunp 9 0380199 .1 9[BAI OIOWNU [I) () =S

1940 'Y 15 “{0000000001 ‘10110 0}=Y ered

"Z- 9[BA 0JBOIdD B OIUIL [ OJUBMYd <& Z-=G[-€1 =11110-10110 OIueldd
"ST=T1110=SBIq ‘G=Y 19d "[- ;T d[eA SeIq [[ 'SEIq [ V Pe A101[30} BISEq V BP ¥ IBAON} 1o]

T OIZIDJ9S JUO0IZN|0S
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Esercizio 3

Trovare la rappresentazione di -64 in complemento a due su 7 bit, se rappresentabile. Trovarne inoltre la
rappresentazione in modulo e segno, sempre su 7 bit (e sempre al patto che sia rappresentabile).

[0 -64 ¢ rappresentabilein c2su 7bit (OO0 O 0O) | O-64 ¢ rappresentabilein mssu 7bit (OO OO 0O0)

00 -64 non ¢ rappresentabile in c2 su 7 bit 0 -64 non ¢ rappresentabile in ms su 7 bit

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione

‘JIq L NS ou3as 3 onpow ul d[iqejudsdaddes 9 uou 9- ezuon3osuod 1p 9 [€9+
‘€9-] v1sso [1-(,., )T+ I(;-,,T-1 9 319 L ns ouBas o ojnpouw ur eyjIqerussordder 1p ofjeAIour, | 292AU]

"0000001 <=9 = ¥9-8T1 = ¥9-,C &P EIep 9 v suorzeyuosardder ens e -ofiqejudsardder 9 49- ojuenog
‘[€9+ “p9-1 ersso [1-,_,, T+ (;-)T-1 9319 L 1s T & ojuswejdwiod ut eyjiqejudsaidder 1p ofjeardiur, T

€ OIZIDJ9S]] JUOIZN[0S
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Esercizio 4

Dara la rappresentazione in virgola mobile R={s,F,E}, dove s=1, F=01000 (mantissa su 5 bit) ed E=010 (esponente
su 3 bit), a quale numero reale 7 corrisponde?

(spazio riservato allo svolgimento dell esercizio)
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Esercizio 5
Trovare la rappresentazione binaria A in complemento a 2 dell’intero a = -31 su p = 6 bit.

Trovare inoltre la rappresentazione in base 8 del naturale A appena trovato.

A (in base 2) A (in base 8)

(spazio riservato allo svolgimento dell esercizio)
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Esercizio 6
Dato il numero naturale A4 la cui codifica in base 5 & 104, trovarne la codifica in base 2.

Successivamente, assumendo che la rappresentazione binaria trovata sia quella dell’esponente £ di un numero
reale in half precision (K=5), dire quanto vale I’esponente intero e corrispondente.

A (in base 2) e

(spazio riservato allo svolgimento dell esercizio)
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Esercizio 7

Rappresentare il numero intero decimale a = -31 in base 3 su 5 cifre, mediante tecnica del modulo e segno (si
utilizzi la cifra 1 per codificare il segno).

A (ms base 3) OO0 00

(spazio riservato allo svolgimento dell esercizio)
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Esercizio 8

Sia data la seguente rappresentazione R; di un numero reale in virgola mobile su 8 bit (tre per I’esponente, quattro
per la mantissa, uno per il segno): R;={S,E,F},con S=0, E=010ed F =1010.

e A quale numero reale r; corrisponde la rappresentazione R; ?
e Quanto vale in base dieci il massimo numero r; rappresentabile su 8 bit, ossia quello associato al “+o0” ?

ry r

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 9

e Sia dato il numero 105 in base 6. Trovarne la rappresentazione in base 10 e quella in base 2 .

Base 10

Base 2

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 10

Dato il numero reale » = 0.3125, trovarne la rappresentazione binaria R in virgola fissa, usando 6 bit per la parte
decimale.

R =0.000000

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 11

Data la rappresentazione A = (11110001), di un intero in complemento a 2, trovarne il valore in base 10.

a:

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 12

Data la rappresentazione in virgola mobile R = {s,F,E}, dove s=1, F=01000 (mantissa su 5 bit) ed E=010
(esponente su 3 bit), a quale numero reale r corrisponde?

’/'=

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 13

Dato il numero reale r, la cui rappresentazione in virgola mobile R = {s, F, E} sia: s=1, F=01000 (mantissa su 5
bit) ed E=010 (esponente su 3 bit), trovare la rappresentazione del numero reale r’=2-r.

R={s’=0, F=00000, E’=000 }

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 14

Sia data la seguente rappresentazione R; di un numero reale in virgola mobile su 8 bit (due per I’esponente, cinque
per la mantissa, uno per il segno): R;={S,E,F},conS=0, E=10ed F=00110.

e A quale numero reale r; corrisponde la rappresentazione R; ?
e Quanto vale in base dieci il minimo numero 7, rappresentabile su 8 bit, ossia quello associato al “-0” ?

ry r

Nello spazio sottostante riportare i passaggi piu significativi della soluzione
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Esercizio 1

Sia dato il numero reale r=-13.8125. Calcolare la sua rappresentazione in virgola mobile su 16 bit. Seguire lo
standard IEEE-754 half-precision, ovvero: 1 bit per il segno, 5 bit per I'esponente, 10 bit per la parte
frazionaria del significando.
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